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El método de los elementos finitos y las partículas (PFEM) es una excelente 
herramienta numérica para la simulación de flujos incompresibles, especialmente en el 
caso de la presencia de superficies libres variables, problemas de interacción fluido-
estructura, y otros problemas donde la descripción Euleriana de la mecánica de fluidos 
es complicada. 
 
En la presente tesina se realiza primeramente una breve descripción teórica del 
método, incluyendo las ecuaciones principales en las cuales se basa, así como las 
técnicas específicas que permiten el rápido mallado en cada paso de tiempo (partición 
de Delaunay) o el reconocimiento de los contactos y de la superficie libre (técnica de 
Alpha Shape). 
 
Se dedica un capítulo al estudio de un flujo unidimensional en canal sobre un 
contorno. Se pretende analizar el perfil de velocidades con la intención de mejorar el 
tratamiento de la erosión que el código realiza. Se presta especial atención al cálculo 
de las tensiones tangenciales a partir de las velocidades de las partículas en el 
entorno del contorno, observándose que el valor estas no depende del tamaño de 
elemento utilizado en la simulación. 
 
El capítulo siguiente incluye un contraste numérico mediante PFEM de frentes de onda 
generados por la rápida apertura de una compuerta, ensayos llevados a cabo por 
FLUMEN. El objetivo es comprobar la bondad de los resultados de PFEM en un 
problema de evolución con una superficie libre rápidamente variable. Se incluyen dos 
ensayos donde se situaban bloques cilíndricos y prismáticos, expuestos al frente, para 
estudiar la trayectoria de su arrastre. Todos estos casos han sido simulados mediante 
PFEM, obteniéndose muy buenos resultados, con la salvedad de las distorsiones que 
introducen los sensores de nivel del código. 
 
El capítulo final recoge las conclusiones de todos los capítulos de manera ordenada y 
sintética. 
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Title:    Possibilities of the Particle Finite Element Method (PFEM) in incompressible 
flows with fluid-structure interaction. 
Author:  Raúl Hospital Bravo 
Tutors:  Eugenio Oñate Ibánez de Navarra / Miguel Ángel Celigueta Jordana 
 
The Particle Finite Element Method (PFEM) is an excellent numerical tool very useful 
to simulate incompressible flows, especially in the case of presence of variably free 
surfaces, problems with fluid-structure interaction (FSI), and other problems in which 
an Eulerian description of de Fluid Mechanics is complicated. 
 
In this thesis it is firstly exposed a brief theoretical description of the method, including 
the principal equations in which it is based, and the specific techniques that permit a 
fast meshing in each time step (Delaunay tessellation) and the recognition of the 
contacts and the free surface (Alpha Shape technique) 
 
A chapter is dedicated to study a one-dimensional channel flow. The purpose is to 
analyze the velocity profile in order to improve the erosion processing the code makes. 
Special attention is paid to the calculation of the tangential tensions from the velocity of 
the particles placed near to the contour. It is observed that the value of these velocities 
does not depend on the element size used in the simulation. 
 
The following chapter includes a numerical contrast with PFEM of the wave fronts 
generated by the fast opening of a sluice gate. The real tests were done by FLUMEN. 
The objective is to check the accuracy of the PFEM results in an evolution problem with 
fast free surface movement. Two additional tests with moving bodies are included. Both 
of them, cylindrical and prismatic bodies, were exposed to the wave front in order to 
study their drag trajectories. All these cases were simulated with PFEM, obtaining very 
good results, with the exception of the distortions that the free surface sensors 
introduced. 
 
The final chapter summarizes the previous chapters conclusions in a ordered and 
synthetic way. 
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1. INTRODUCCIÓN Y OBJETIVOS 
 
Tradicionalmente, los problemas de dinámica de fluidos se han abordado 
numéricamente mediante formulación Euleriana, donde las variables se describen en 
coordenadas espaciales. Esto introduce en las ecuaciones unos términos convectivos 
que deben ser estabilizados mediante la adición de términos adicionales. Además, 
existen ciertas tipologías de problema difícilmente abordables mediante formulaciones 
Eulerianas. Algunos de ellos son los que involucran interacción fluido-estructura (FSI, 
Fluid-Structure Interaction) con cuerpos parcialmente o totalmente sumergidos o los 
que presentan una superficie libre que evoluciona continuamente con el tiempo 
(regímenes variables, rotura de oleaje...). Este tipo de problemas son abundantes en 
ingeniería civil, naval o mecánica, por ejemplo, por lo que recientemente existe un 
creciente interés en métodos numéricos con formulación Lagrangiana. Esta 
formulación describe las variables del problema en función de las coordenadas 
materiales. 
El método de los elementos finitos y partículas (PFEM, Particle Finite Element Method) 
es un método de partículas, esto es, un método de formulación Lagrangiana donde el 
dominio de análisis se transforma en una serie de partículas que representan un punto 
material del continuo, y por lo tanto están caracterizadas por sus propiedades físicas, 
transportándolas en su movimiento. Estas partículas interactúan entre sí según las 
ecuaciones de gobierno del fluido, provocando su movimiento. Esta manera de 
resolver el problema facilita de manera natural la descripción de la interacción fluido-
estructura y de la superficie libre. 
Más concretamente, PFEM resuelve las ecuaciones en cada paso de tiempo utilizando 
una malla de elementos finitos. Por ello es fundamental la implementación de un 
algoritmo que detecte los contornos (superficie libre, partículas que se hayan separado 
del dominio y contactos con sólidos), así como un mallador eficiente, que remalle la 
nube de nodos (partículas) en cada paso de tiempo. Actualmente esto se ha resulto 
mediante la utilización del método Alpha Shape y la partición de Delaunay, 
respectivamente. Serán explicados posteriormente. 
Esta tesina se ha centrado en el estudio de fluidos incompresibles (fundamentalmente 
el agua). Ello introduce el problema de introducir la condición de incompresibilidad, 
especialmente si se utilizan las interpolaciones estándar de elementos finitos. Se ha 
resuelto mediante la estabilización vía cálculo finito (FIC). 
La tesina incluye un capítulo de antecedentes donde se desarrolla el método PFEM 
aplicado a fluidos incompresibles. Se comentará la trayectoria de los métodos 
numéricos aplicados a la resolución de la dinámica de fluidos y se describirán 
brevemente las ecuaciones de PFEM. 
Posteriormente se desarrolla un capítulo donde se estudia el perfil de velocidades de 
un flujo unidimensional, para mejorar el tratamiento de la erosión que realiza el código. 
Se presta especial interés a las zonas cercanas a los contornos erosionables. 
Finalmente se compara mediante simulaciones los resultados obtenidos en ensayos 
de laboratorio. En estos ensayos se liberaba un pequeño volumen de agua en reposo 
mediante la rápida apertura de una compuerta, generándose un frente de onda. 
Tesina Final de Carrera:   Posibilidades del método de elementos finitos y partículas (PFEM) en problemas de 
interacción fluido-estructura en flujos incompresibles 
10 
 
Tesina Final de Carrera:   Posibilidades del método de elementos finitos y partículas (PFEM) en problemas de 
interacción fluido-estructura en flujos incompresibles 
11 
 
2. ANTECEDENTES DEL PFEM. 
 
El método de las partículas (PFEM), una herramienta poderosa para resolver 
flujos incompresibles con superficies libres y rotura de olas. 
 
Resumen 
 
El método de las partículas es aquel en el que el problema está representado por un 
número discreto de éstas. Cada una de estas partículas se mueve en relación a su 
propio peso y a las fuerzas exteriores / interiores aplicadas en ella. Este método puede 
utilizarse tanto para problemas discretos como para continuos. Se utiliza para resolver 
las ecuaciones continuas de la mecánica de fluidos. Para evaluar las fuerzas externas 
aplicadas a cada partícula, las ecuaciones de incompresibilidad de Navier-Stokes se 
resuelven utilizando una formulación Lagrangiana que se resuelve en cada paso de 
tiempo. Las funciones de interpolación son funciones que se utilizan en el Método de 
los Elementos Finitos (MEF) y el tiempo de integración se introduce implícitamente en 
cada paso. De esta forma, los términos de estabilización no son necesarios debido a la 
falta de términos convectivos en la formulación de Lagrange. Una vez evaluadas las 
fuerzas, las partículas se mueven con independencia de la malla ya que toda la 
información se transmite a las éstas. Los problemas de interacción fluido-estructura 
(FSI) incluyendo superficies libres, rotura de olas y separación de fluidos pueden ser 
fácilmente resueltos con esta metodología. 
 
2.1. Introducción 
 
Durante los últimos veinte años, la simulación computacional de los fluidos 
incompresibles se ha basado en la formulación Euleriana de las ecuaciones de la 
mecánica de fluidos en dominios continuos. Sin embargo, todavía es difícil analizar 
problemas en los que la superficie de contacto cambie constantemente o en 
interacciones fluido-estructura con superficies libres donde hay problemas 
complicados en los contactos. 
Más recientemente, el método de las partículas utiliza la forma Lagrangiana para 
definir el movimiento de las partículas de fluido [1-4]. Las primeras ideas de este 
enfoque fueron propuestas por Monaghan [1] para problemas de hidrodinámica 
astrofísica y fueron llamadas Smooth Particle Hydrodynamics Method (SPH). Este 
método fue generalizado a problemas de mecánica de fluidos [2-4]. Las 
aproximaciones de Kernel fueron utilizadas en el método SPH para interpolar lo 
desconocido. 
Por otra parte, una familia de métodos llamados Meshless (sin malla) son métodos que 
se han desarrollado tanto para problemas estructurales [5-6] como de mecánica de 
fluidos [8-10]. Todos estos métodos utilizan la idea de que un polinomio interpolador se 
adapte a una serie de puntos para reducir al mínimo la distancia entre la función de 
interpolación y el valor del punto desconocido.  
Estas ideas fueron propuestas en primer lugar por Nayroles et al. [7] y más tarde 
fueron utilizados en la mecánica estructural por Belytschko et al. [5] y en problemas de 
mecánica de fluidos  por Oñate et al. [8-10]. 
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En el documento [11] los autores presentaron la solución numérica para las 
ecuaciones de la mecánica de fluidos utilizando una formulación Lagrangiana y un 
método meshless llamado Finite Point Method (FPM). Después, la idea de no tener 
malla fue generalizada para tener en cuenta las aproximaciones del tipo de elemento 
con el objeto de obtener el mismo tiempo de cálculo en la generación de la malla así 
como en la evaluación de las conectividades sin malla [12]. Este método fue llamado 
Meshless Finite Element Method (MFEM) y utiliza la partición extendida de Delaunay  
[14] para construir la malla en un tiempo de cálculo que sea lineal con el número de 
nodos. 
Cabe señalar que los métodos de partículas pueden utilizarse con ambas: con la malla 
o con la forma meshless (sin malla). La única limitación práctica es que las 
conectividades en métodos meshless o la generación de mallas en los métodos con 
malla, tienen que evaluarse en cada paso de tiempo y entonces, no deben consumir 
mucho tiempo de cálculo. 
En este documento el método de las partículas será utilizado como un caso particular 
de MEF. Para evaluar las fuerzas en cada partícula la ecuación de  incompresibilidad 
de Navier-Stokes en un dominio continuo serán resueltas mediante las funciones de 
forma MFEM [12] en el espacio. Esas funciones se generan en un tiempo de cálculo 
de orden "n" siendo "n" el número de partículas. Desde el punto de vista del tiempo de 
cálculo, este es el mismo (o incluso mejor) que el tiempo de cálculo para evaluar las 
conectividades en un método meshless. Por otra parte, las funciones de forma 
propuestas por el MFEM tienen grandes ventajas en comparación con los obtenidas a 
través de un método meshless: todas las ventajas clásicas del MEF para la evaluación 
de las integrales de las funciones desconocidas y sus derivadas se mantienen, 
incluyendo las facilidades para imponer las condiciones de contorno y el uso de 
aproximaciones simétricas de Galerkin. 
Las ecuaciones de flujo de fluidos Lagrangianos para la aproximación de Navier-
Stokes serán revisadas en las siguientes secciones incluyendo un método implícito de 
paso-fraccionado para el tiempo de integración. Entonces, el método de las partículas 
propuesto será utilizado para resolver algunos problemas FSI para sólidos rígidos y 
flujos de fluidos incluyendo superficies libres y rotura de olas. 
 
2.2. El Método de las Partículas 
 
Los métodos de las partículas son los métodos en los que el problema físico está 
representado por éstas. Cada partícula se mueve en relación a su propio peso y las 
fuerzas internas/externas aplicadas en ella. Las fuerzas externas son evaluadas por la 
interacción con las partículas vecinas. 
Una partícula puede ser una parte física del dominio (esferas, rocas, polvo, etc.) o una 
parte específica del dominio continuo previamente definido. 
Otra característica de los métodos de las partículas es que todas las propiedades 
físicas y matemáticas se adjuntan a la partícula en sí y no a los elementos como en el 
MEF. Por ejemplo las propiedades físicas como la densidad o la viscosidad, variables 
físicas como la velocidad, temperatura o presión y también variables matemáticas 
como gradientes o deformaciones volumétricas son asignados a la propia partícula, lo 
que representa un promedio de la propiedad en torno a la posición de partículas. 
Los métodos de partículas son ventajosos tanto para el tratamiento de problemas 
discretos como materiales granulares, como para el tratamiento de problemas 
continuos en los que hay posibilidades de separaciones interiores o contactos, y 
problemas que incluyan superficies libres y rotura de olas. 
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Distinguiendo la manera de evaluar las fuerzas aplicadas a cada partícula, el método 
puede dividirse en dos categorías: aquellos problemas en los que la interacción de 
fuerzas entre las partículas son evaluadas por un problema local [16], y aquellos en los 
que las fuerzas son evaluadas por la solución de una ecuación diferencial en todo el 
dominio [17].  Este documento pertenece a esta segunda categoría. 
Por último, la característica más importante del Método de las Partículas es que no 
hay dominio de solución específico. El dominio del problema se define por la posición 
de partículas y por lo tanto, no hay una frontera o línea de superficie. Ésta es la razón 
por la cual, cuando hay que resolver una ecuación diferencial con el fin de evaluar las 
fuerzas, los límites de superficie necesitan ser identificados con el fin de imponer las 
condiciones de contorno. Además, las partículas se pueden utilizar para generar un 
dominio discreto en el que se resuelven las ecuaciones diferenciales (figura 2.1). 
 
 
   
   
Fig. 2.1. Reconocimiento de las condiciones de contorno y actualización de la malla en 
cada paso de tiempo. 
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El método de las partículas se propone para hacer frente a las ecuaciones de 
incompresibilidad de Navier-Sokes. Entonces, el verdadero material será continuo e 
incompresible cuando se sometan a fuerzas de compresión, pero con la posibilidad de 
separarse bajo las fuerzas de tracción. Este es el caso de la mayoría de los fluidos 
físicos, como el agua, los aceites y otros líquidos con baja tracción superficial. 
Ambos, fluidos y materiales sólidos, son modelados por un número arbitrario de 
partículas. Sobre cada partícula las fuerzas actuantes serán la fuerza de la gravedad 
(fuerza interior de la partícula) y las fuerzas de interacción con las partículas vecinas 
(fuerza externa a la partícula). Las fuerzas externas se evaluarán con la solución de 
las ecuaciones de Navier-Stokes. Por esta razón, es necesario definir un dominio en 
cada paso de tiempo, con una superficie frontera definida donde las condiciones de 
contorno serán impuestas. También en cada paso de tiempo se genera una nueva 
malla con el fin de definir funciones de forma para resolver las ecuaciones 
diferenciales. Esta malla sólo es útil para las definiciones de las fuerzas de interacción 
y se desvanece una vez que las fuerzas son evaluadas (figura 2.1). La interpolación de 
las funciones que deben utilizarse es un caso particular de las funciones de forma del 
Método de los Elementos Finitos. La superficie de contorno se define con el método 
Alpha Shape que se explica en el apartado 2.4. La evaluación de la interacción de 
fuerzas entre las partículas se describe a continuación.  
 
2.3. Actualización la posición las partículas a través de la resolución de las 
ecuaciones de Navier-Stokes: 
 
Sea Xi la posición inicial de una partícula en el tiempo tn. 
Sea la posición final de una partícula en el tiempo tn+1 y el incremento de tiempo 
 
nn ttt −=∆ +1  
 
Siendo 11 ),( ++ = nini utxu la velocidad de una partícula en el tiempo 1+nt , la posición final 
puede aproximarse como: 
 
tuXx niii ∆+=
+1
 
 
De igual modo los desplazamientos de una partícula tudtxd ni
n
i
n
i ∆==
+++ 111 ),(  
En todo el proceso se considera la siguiente hipótesis: htui ≤∆ , donde h  es la 
distancia media entre dos partículas en la posición ix . Ésta hipótesis significa que el 
número de Courant sea menor o igual a uno. 
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2.3.1. Ecuaciones de gobierno en formulación Lagrangiana 
 
En la posición final ix , las ecuaciones de conservación de masa y momentum pueden 
escribirse como: 
 
Conservación de la masa: 
0=
∂
∂
+
ix
iu
Dt
D ρρ    (1) 
Conservación del momentum: 
 
ifijjx
p
ixDt
iDu ρτρ +
∂
∂
+
∂
∂
−=  (2) 
 
donde ρ  es la densidad, iu  son las componentes cartesianas de la velocidad, p la 
presión, ijτ  el tensor desviador de tensión, if  el término de fuerzas exteriores 
(normalmente la gravedad) y 
Dt
Dφ
 representa la derivada total o material de la 
funciónφ . 
 
Para fluidos Newtonianos el tensor de tensiones ijτ  debe ser expresado como una 
función del campo de velocidades y de la viscosidad µ  como: 
 
)
3
2( ij
l
l
i
j
j
i
ij
x
u
x
u
x
u δµτ
∂
∂
−
∂
∂
+
∂
∂
=  (3) 
 
Para fluidos incompresibles cercanos (
l
k
i
i
x
u
x
u
∂
∂
<<
∂
∂ ) el término: 
0
3
2
≈
∂
∂
i
i
x
uµ
    (4) 
 
y debe ser sustituido en la ecuación (3). 
 
Entonces:  )(
i
j
j
i
ij
x
u
x
u
∂
∂
+
∂
∂
≈ µτ    (5) 
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Del mismo modo, el término ij
jx
τ
∂
∂
 de las ecuaciones de momentum será simplificado 
para fluidos lentos incompresibles como: 
)()()(
)()())((
j
i
jj
j
ij
i
j
i
j
jj
i
ji
j
j
i
j
ij
j
x
u
xx
u
xx
u
x
x
u
xx
u
xx
u
x
u
xx
∂
∂
∂
∂
≈
∂
∂
∂
∂
+
∂
∂
∂
∂
=
∂
∂
∂
∂
+
∂
∂
∂
∂
=
∂
∂
+
∂
∂
∂
∂
=
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Entonces, las ecuaciones de momentum pueden ser finalmente escritas como: 
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Condiciones de contorno: 
 
En el contorno, las condiciones para las ecuaciones de Navier Stokes son: 
 
niijij p σνντ =−  sobre σΓ  
nii uu =ν   sobre nΓ  
tii uu =ζ   sobre tΓ  
 
donde iν  y iζ  son las componentes de la normal y del vector tangente al contorno.  
 
2.3.2. Integración en el tiempo explícito-implícito 
 
La ecuación (7) debe ser integrada en el tiempo como: 
 
θ
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donde [ ] θφ +ntx ),( significa nnnn txtx φθφθφθθφ ˆ)1(),()1(),( 11 −+=−+ ++  
y ),(ˆ nn txφφ =  representa el valor de la función en el tiempo nt  pero en el final de la 
posición x . 
Solo el caso de 1=θ  (totalmente implícito)  será considerado a continuación, pero otro 
caso como 2/1=θ , debería ser añadido sin considerar mayores cambios.
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Entonces, el tiempo de integración de las ecuaciones es: 
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La conservación de masa es también implícitamente integrada de esta forma: 
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2.3.3. La división del tiempo 
 
El tiempo de integración de ecuaciones (9) presenta algunas dificultades porque se 
trata de una ecuación doble, con cuatro grados de libertad por nodo. Cuando el fluido 
es incompresible o casi incompresible puede haber ventajas por el hecho de que en la 
ecuación (9) las tres componentes de la velocidad sólo están unidas por la presión. Ha 
sido propuesto un paso fraccional del método [18], que consiste en dividir cada paso 
en dos pseudo-pasos. En la primera etapa, la parte implícita de la presión se evita con 
el fin de tener una ecuación disociada en cada una de las componentes de la 
velocidad. La parte implícita de la presión, se añade durante un segundo paso. El paso 
de fracciones de algoritmo es: 
 
División de las ecuaciones de momentum: 
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donde  *iu  es una variable ficticia definida por la división de velocidades:  
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En los cuales ),(ˆ nn txpp =  es el valor de la presión en el tiempo nt  pero evaluado en 
la posición final y if  es considerado constante en el tiempo. 
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En las ecuaciones. (12) y (13) γ  es el parámetro correspondiente a la cantidad de 
presión, variando entre 0 y 1. Si se tiene un mayor γ  significa una presión más 
pequeña. En este sentido γ  será fijada en 0 para tener una mayor presión  y entonces 
tener una mejor estabilización de ésta. Otros valores como, por ejemplo como 1=γ , 
deben ser utilizados para tener un mayor orden en el tiempo. [18]. 
Teniendo esto en cuenta (6), el último término en (12) debe ser escrito como: 
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En ref. [18], las siguientes aproximaciones han sido introducidas. 
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lo que permite escribir la ecuación (12) como: 
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O, para 1=γ  y 1=θ : 
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Ecuaciones parciales de conservación de masa. 
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donde *ρ es una variable ficticia definida por la parcial: 
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(15) 
 
 
(16) 
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Ecuaciones dobles 
 
Para las ecuaciones (13) y (16) la ecuación doble masa-momentum se convierte: 
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Teniendo en cuenta la ecuación (15) la anterior expresión puede ser escrita como: 
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En la ecuación (18) la condición de incompresibilidad no puede ser introducida 
todavía. La forma más fácil de introducir la condición de incompresibilidad en una 
formulación Lagrangiana es la siguiente: 
 
ρρρρ ===+ 01 nn  (19) 
 
Entonces el primer término de la ecuación (18) desaparece, resultando: 
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El método fraccional de tres pasos deber ser resumido así: 
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2.3.4. Discretización espacial mediante MFEM 
 
Utilizando el MFEM, las funciones desconocidas se aproximan utilizando una 
interpolación del mismo orden para todas las variables en la configuración final: 
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De forma matricial: 
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donde TN son las funciones de forma del MFEM y U y P son los valores nodales de 
los tres componentes de la velocidad desconocida y de la presión respectivamente. 
Debe añadirse que las funciones de forma N(X,t) son funciones de las coordenadas de 
las partículas. Entonces, las funciones de forma deben cambiar en el tiempo siguiendo 
la posición de las partículas. Durante el paso de tiempo, una malla actualizada debe 
introducir cambios en la definición de las funciones de forma y éstos deben ser tenidos 
en cuenta. Durante el tiempo de integración están involucrados dos tiempos: nt  y 1+nt . 
La siguiente notación será utilizada para distinguir entre ),( ntXN y ),( 1+ntXN : 
 
nn NtXN =),(    y    11),( ++ = nn NtXN  
 
No obstante, deben ser introducidas las siguientes hipótesis: no hay actualización de 
la malla durante cada paso de tiempo. Esto significa que si la actualización de la malla 
es introducida en el inicio de cada paso de tiempo, la misma malla (pero deformada) 
se mantendrá hasta el final del paso de tiempo. 
Matemáticamente esto significa: 
 
),(),( 1+= nn tXNtXN  
 
Desafortunadamente, no siempre es posible que esta hipótesis se satisfaga para todas 
las mallas y esto introduce pequeños errores en el cálculo que son omitidos. 
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Utilizando el método de pesos de Galerkin para resolver las ecuaciones parciales las 
siguientes integrales deben ser escritas: 
 
A)
0)(()}(
*
=Γ−−−
∂
∂
∂
∂
−
∂
∂
+−
∆
−
∆
∫∫
∫∫∫∫
Γ
+
+
dpNdV
x
u
x
N
dVp
x
NdVfN
t
dVuN
t
dVuN
i
n
j
n
ijnii
j
n
i
jV
i
n
iV
ii
V
i
n
i
V
ii
V
i
νγντσµ
γρρρ
σ
θ
θ  
 
 
(25) 
B) 0)()ˆ()( 1112
2*
=Γ−
∆
+








∂
∂
−
∂
∂
∆ ∫∫ Γ
+++ duuN
t
dVpp
xx
u
t
N
u
i
n
ii
n
i
V
nn
ii
i νν
ργρ  -  
 
   (26) 
C) 0)ˆ(}(){( 11*1 ∫∫
Γ
+++
=Γ−−−
∂
∂
+
∆
−
σ
νγγρ dppNdVpp
xt
uuN i
nn
i
nn
i
i
n
i
V
i  
 
   (27) 
 
Donde las condiciones de contorno deben ser también divididas y V es el volumen en 
el tiempo 
1+nt
. 
Integrando algunas partes de los términos, las anteriores ecuaciones se convierten en: 
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(30) 
 
Debe mencionarse que las condiciones de contorno esenciales y naturales de las 
ecuaciones (29) son: 
 
σΓ= onp 0  (31) 
u
n onu Γ=⋅+ 01 ν  (32) 
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Ecuaciones discretas 
 
Utilizando las aproximaciones (22), (23) y (24) las ecuaciones discretas se escriben 
como: 
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y de forma compacta: 
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De forma compacta: 
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y para 1=θ  y 0=γ : 
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Finalmente: 
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2.3.5. Resumen de un paso de tiempo 
 
Un paso de tiempo debe ser descrito como sigue: se empieza con los datos conocidos 
nu y np  en cada partícula, el cálculo de la nueva posición de la partícula implica los 
siguientes pasos: 
 
I) Se aproxima 1+nu  (la primera iteración igual a cero y entonces usar 1+nu  
de la última iteración). 
II) Se mueven las partículas a la posición 1+nx  y se genera la malla. 
III) Se evalúa la velocidad *u desde (34). (Debe reseñarse que las matrices 
M y K están separadas en 3 bloques. Entonces, las ecuaciones deben ser 
resueltas de forma separada para ** , yx UU y
*
zU . Para 0≠θ  (implícito) 
incluye la solución de las tres ecuaciones Laplacianas. Para 
0=θ (explícito) la matriz M debe ser diagonalizada e invertida 
directamente. 
IV) Se evalúa la presión 1+np  resolviendo la ecuación Laplaciana (36) 
V) Se evalúa la velocidad 1+nu  utilizando (38) y se vuelve a I) hasta la 
convergencia. 
 
El esquema descrito de la división de Lagrange tiene dos importantes ventajas: 
 
1) El paso III es lineal y puede ser explícito ( 0=θ ) o implícito ( 0≠θ ). El uso de 
una formulación de Lagrange elimina los términos convectivos estándares 
presentes en las formulaciones Eulerianas. Los términos convectivos son 
responsables de la no linealidad, de la falta de simetría y de operadores 
autoadjuntos que requieren la introducción de términos de orden alto de 
estabilización para evitar oscilaciones numéricas. Todos estos problemas no son 
presentes en esta formulación. Sólo la no linealidad se mantiene debido al 
desconocimiento de la posición final de las partículas.  
 
2) En todos los pasos el sistema de ecuaciones a resolver es la evaluación de la 
velocidad de los componentes (etapa III) y la evaluación de la presión (etapa IV). 
Esos sistemas son escalares (un solo grado de libertad por nodo), simétricos y 
definidos positivos. Entonces, es muy fácil de resolver mediante un esquema 
iterativo simétrico (como el método de los gradientes conjugados). 
 
2.3.6. Estabilización de la condición de incompresibilidad. 
 
En la forma Euleriana de las ecuaciones de momentum, la forma discreta debe ser 
estabilizada con el fin de evitar oscilaciones numéricas en los resultados de velocidad 
y presión. Este no es el caso en la formulación de Lagrange donde la no estabilización 
del parámetro debe ser añadida en las ecuaciones (34) y (38). Además la condición de 
incompresibilidad debe ser estabilizada con aproximaciones del mismo orden para 
evitar posibles oscilaciones de presión en casos particulares. 
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Por ejemplo, para presiones pequeñas ( 0≠γ ) o para pequeños incrementos de 
tiempo (número de Courant mucho menos de uno) es bien sabido que el paso 
fraccionado no estabiliza las ondas de presión. En esos casos particulares, un término 
de estabilización debe ser introducido en la eq. B) con el fin de eliminar las 
oscilaciones de presión [21]. 
Sin embargo, el parámetro γ  suele fijarse siempre igual a cero y los incrementos de 
tiempo se fijan con el número de Courant igual a 1, evitando de esta manera todos los 
problemas de inestabilidad. 
 
2.4. Reconocimiento del contorno de superficies. La técnica de Alpha 
Shape 
 
Uno de los principales problemas en la generación de mallas es la correcta definición 
de la frontera de dominio. A veces, los nodos frontera están explícitamente definidos 
como nodos especiales, que son diferentes de los nodos internos. En otros casos, el 
conjunto de nodos es la única información disponible y el algoritmo debe reconocer los 
nodos frontera. Este es el caso de partículas en los métodos en los que, en cada paso 
de tiempo, se obtiene una nueva posición de la partícula y el contorno de la superficie 
debe ser reconocido utilizando las nuevas posiciones de las partículas.  
El uso del MFEM con la partición extendida de Delaunay hace que sea más fácil  
reconocer los nodos frontera. 
Teniendo en cuenta que las partículas siguen una distribución variable )(xh , donde 
)(xh  es la distancia mínima entre dos partículas, se ha utilizado el siguiente criterio:  
todas las partículas en una esfera vacía con un radio )(xr más grande que )(xhα , se 
consideran partículas del contorno (ver Fig.2.2).  
Por lo tanto, es un parámetro cercano, pero superior a uno. Hay que tener en cuenta 
que este criterio es coincidente con el concepto Alpha Shape [13].  
 
 
 
Fig. 2.2. Contorno de reconocimiento: Círculos vacíos con radio )(xhα  definen las 
partículas de contorno. 
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Una vez que se haya adoptado la decisión relativa a cuáles de las partículas se 
encuentran en los límites, los límites de superficie deben ser definidos. Es bien sabido 
que en problemas 3D el montaje de la superficie necesita un número de partículas no 
único. Por ejemplo, cuatro partículas del contorno en una misma esfera pueden definir 
dos superficies diferentes de frontera, una cóncava y otra convexa.  
En este sentido, la superficie de contorno se define con todas las superficies 
poliédricas que tengan todas sus partículas en la frontera y que pertenecen a un solo 
poliedro. Ver referencia [12]. 
El contorno de superficie correcto puede ser importante para definir la normal exterior 
correcta a la superficie. Por otra parte, en las formas débiles (Galerkin) una evaluación 
correcta del volumen del dominio también es importante. No obstante, cabe señalar 
que en el criterio propuesto anteriormente, el error en el límite de superficie definición 
es proporcional a h . Este es el orden del error aceptado para un método numérico 
para una determinada distribución de nodos. La única manera de obtener mayor 
precisión en la definición del contorno de la superficie es disminuir la distancia entre 
las partículas.  
 
2.5. Resultados numéricos 
 
El fluido descrito anteriormente interaccionará con las estructuras que están en 
contacto con él. En un primer grupo de ejemplos los sólidos serán considerados 
infinitamente rígidos y fijos. Esos casos son útiles para comparar los resultados con los 
experimentales y analíticos. El sólido se representa también con partículas, pero con la 
velocidad impuesta igual a cero. En un segundo grupo de ejemplos serán 
considerados los sólidos rígidos en movimiento. En todos los casos, las tensiones 
elásticas serán despreciadas. El sólido se considera de dos formas diferentes: 
 
a) Como un material particular con un parámetro de alta viscosidad, mucho más 
alto que el dominio fluido. A efectos prácticos un valor de µ1010  será 
considerado. Este valor es suficiente para representar un sólido sin introducir 
problemas numéricos. 
 
b) El sólido será considerado como un límite de contorno con una velocidad 
impuesta. Después de cada paso del tiempo, las fuerzas de fluido en el sólido 
serán evaluadas. Estas fuerzas son la presión y la viscosidad. En el siguiente 
paso, el sólido rígido se moverá usando la ley de Newton.  
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2.5.1. Problemas de vaivén 
 
Se considera en primer lugar el problema de la libre oscilación de un líquido 
incompresible en un recipiente. Las soluciones numéricas para este problema pueden 
ser encontradas en varias referencias [24]. Este problema es interesante porque hay 
una solución analítica para pequeñas amplitudes. La figura 2.3 muestra un esquema 
del problema, y representa también la distribución de puntos en la posición inicial. Los 
puntos oscuros representan los puntos fijos en los que la velocidad se fija a cero. 
 
 
Fig. 2.3. Vaivén. Punto inicial de distribución. 
 
La figura 2.4 muestra la variación en el tiempo de la amplitud comparada con los 
resultados analíticos. Unas pocas distorsiones numéricas son observadas en las 
ondas y amplitudes, a pesar de la relativa mala distribución de puntos.  
 
 
 
Fig. 2.4. Vaivén: comparación entre la solución numérica y analítica. 
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La solución analítica sólo es aceptable para pequeñas amplitudes de onda. Para 
mayores amplitudes, las ondas se superponen y, por último, la ola rompe y también 
algunas partículas pueden ser separadas del dominio de fluido debido a su gran 
velocidad. La figura 2.5 muestra los resultados numéricos obtenidos con el método 
presentado para grandes amplitudes. La rotura de olas, así como los efectos de 
separación pueden verse en la superficie libre. Este caso está bien representado por 
este modelo. 
 
 
Fig. 2.5. Vaivén: diferentes pasos de tiempo para grandes amplitudes. 
 
Con el fin de probar la potencialidad del método de dominio en 3D, el mismo problema 
se resolvió como un problema en 3D.  La figura 2.6 muestra las distintas posiciones de 
los puntos en diferentes pasos del tiempo. Cada posición de los puntos está 
representada por una esfera y sólo una mitad de los puntos del contorno están 
representados en la figura. Este ámbito de representación es sólo para mejorar la 
visualización de los efectos.  
 
 
 
Fig. 2.6. Vaivén: diferentes pasos de tiempo para dominios 3D. 
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2.5.2. Colapso de una presa 
 
Este problema fue resuelto por Koshizu y Oka [4], tanto experimentalmente como 
numéricamente en un dominio 2D. Se convirtió en un ejemplo clásico para probar la 
validación de la formulación de Lagrange en flujos de fluidos. A continuación se 
presentan los resultados para el caso 3D. El agua está inicialmente situada a la 
izquierda apoyada en un tablero desmontable. Véase en la figura 2.6 para una 
representación esquemática. El colapso se inicia en el momento t = 0, cuando la pared 
que sustenta el agua se extrae. La viscosidad y la tensión superficial se desprecian. 
La figura 2.7 muestra la posición de los puntos en los diferentes pasos de tiempo. Los 
puntos azules representan la superficie libre que se detecta con la técnica de Alpha 
Shape con un valor de alpha de 1.1=α . El interior de los puntos son de color azul 
cielo y la pared fija es de color amarillo. 
El agua corre por el fondo hasta la pared, cerca de 0.3 s, hasta que incide en la pared 
vertical derecha. La rotura de las olas aparece a los 0.6 s. En el t = 1 s la principal ola 
de agua llega a la pared izquierda otra vez. De acuerdo con los resultados 
experimentales [4], tanto la forma de la superficie libre así como el tiempo de 
desarrollo son excelentes.  
En este ejemplo, las ventajas del método al representar la rotura de olas y la 
separación de flujo para un caso muy complicado y este problema al azar se verifican 
y se comparan con los resultados experimentales.  
 
 
 
a) t = 0 s.                                                          b) t = 0.2 s. 
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c) t = 0.4 s.                                              d) t = 0.6 s. 
 
 
e) t = 0.8 s.                                   f) t = 1.1 s. 
 
Fig. 2.7 Colapso de una presa en un dominio 3D. Diferentes pasos de tiempo. 
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2.5.3. Ola rompiendo en la playa 
 
Se presenta a continuación una simulación de la propagación de una ola de agua y su 
rotura debido al shoaling a lo largo de un plano de pendiente. Este ejemplo fue 
numéricamente estudiado en [24] con una formulación de Lagrange utilizando 
directamente el Método de los Elementos Finitos con remallado. También hay una 
solución analítica para una aproximación simplificada que se utiliza para comparar los 
resultados [25]. La figura 2.8 muestra la distribución de puntos iniciales y en la figura 
2.9 se comparan estos datos con el análisis de superficie libre en diferentes pasos del 
tiempo. La geometría del problema así como una discusión analítica de la solución 
pueden encontrarse en [24].  
Fig. 2.8. Ola rompiendo en la playa. Geometría inicial y las posiciones de los puntos. 
 
Inicialmente, en las figuras 2.9a y 2.9b, la ola viaja a lo largo de una profundidad 
inferior hacia la pendiente sin aparente cambio de forma. Los efectos no lineales 
aparecen cuando la ola golpea el talud (figura 2.9c). En este momento la comparación 
con la solución analítica está de acuerdo sólo en la posición de la ola. La forma de la 
ola obtenida con la solución numérica es totalmente diferente. La razón es que la 
solución analítica da forma a olas simétricas, resultado sin sentido físico, antes del 
proceso de rotura. Posteriormente, el chorro de agua formado en la cresta tiende a 
provocar la rotura de la ola (figuras 2.9e y 2.9f) y entra en contacto con la superficie de 
agua que tenemos por delante. En [24], la evaluación se detiene antes de este punto 
de contacto. Sin embargo, con la metodología propuesta, el análisis puede continuarse 
hasta el final. En las figuras 2.9g y 2.9h la ola finalmente golpea una pared lateral 
(introducida en el modelo para detener los efectos laterales) produciendo separaciones 
de las gotas de agua y, a continuación, vuelve hacia la izquierda como una nueva ola. 
Cabe señalar la capacidad del modelo para simular fielmente las diversas etapas de la 
ola rompiendo. 
Sin embargo, el dominio 2D es más fácil, y puede ser resuelto aceptablemente con 
cualquier generador de malla. Los verdaderos problemas aparecen en el dominio 3D, 
donde la generación de mallas se complica. Con el fin de mostrar la potencia de la 
herramienta presentada, el mismo problema se resolvió en un dominio 3D.  
Para transformar la ola descrita antes de romper en un verdadero problema en 3D, la 
posición inicial de la ola fue presentada con un ángulo oblicuo con la línea de playa. 
De esta manera, aparece un efecto 3D. Cuando la ola golpea la pendiente, la cresta 
de la ola en consecuencia se acelera de manera diferente de acuerdo con la 
profundidad, induciendo a la ola a corregir su posición oblicua finalmente para romper 
paralela a la playa. Los resultados pueden ser mostrados en la figura 2.10 para pasos 
de tiempo diferentes. 
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2.5.4. Sólidos flotantes sobre una superficie libre 
 
El siguiente ejemplo se representa esquemáticamente en la figura 2.11 y es un 
problema muy interesante de interacción fluido-estructura con una débil interacción 
entre el fluido y una gran rigidez de deformación de la estructura. En este caso, 
también hay un problema de superficie libre, lo que representa un caso esquemático 
esquema de mantenimiento en hidrodinámica para barcos. 
El ejemplo muestra un recipiente inicialmente estacionario con un trozo de madera 
flotando y una ola se produce en el lado izquierdo. La ola intercepta la pieza de 
madera produciéndose una rotura en la ola y un movimiento brusco de la madera 
flotante. En este ejemplo, el sólido estaba representado por un fluido muy viscoso con 
un parámetro de viscosidad de diez veces la viscosidad del agua. La figura 2.12 
muestra los contornos de presión y la superficie libre para diferentes pasos de tiempo. 
 
2.5.5. Cubo cayendo en un recipiente con agua 
 
Este último ejemplo es también una interacción fluido-estructura. El sólido es en 
principio totalmente libre y está cayendo en un recipiente con un fluido. En este 
ejemplo, el sólido fue modelado como una condición de contorno para fluido. Una vez 
que la presión y las fuerzas viscosas han sido evaluadas sobre el fluido, el sólido se 
acelera utilizando la ley de Newton. El sólido tiene una masa y una fuerza de gravedad 
que se concentran en su centro de gravedad. El sólido se considera ligero en 
comparación con el peso del líquido. 
Al principio el sólido está en caída libre por las fuerzas de la gravedad. Una vez en 
contacto con la superficie libre del agua, la técnica Alpha Shape reconoce el contorno 
de frontera de forma diferente. Las fuerzas de presión y las fuerzas viscosas son 
evaluadas en todos los dominios y en particular en el contorno sólido. Estas fuerzas de 
flujo introducen una aceleración negativa en la velocidad vertical hasta que, una vez 
que el sólido está completamente dentro del agua, la disminución de la velocidad se 
convierte en cero. A continuación, la fuerza del principio de Arquímedes hace subir al 
sólido a la superficie libre. Es interesante observar que hay una rotación de los sólidos. 
Este hecho es debido a que el centro de las fuerzas de flotación es mayor en la 
posición de rotación que en  la inicial.  
 
 
a) t = 0 s.                                                    b) t = 6 s.
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c) t = 10 s.                                                  d) t = 11 s. 
 
  
e) t = 12 s.                                                  f) t = 13 s. 
 
  
g) t = 14 s.                                                 h) t = 16 s. 
 
 
Fig. 2.9. Ola rompiendo en la playa. Comparación con los resultados analíticos en 
diferentes pasos de tiempo.  Arriba: solución numérica. Abajo: solución analítica. 
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Fig. 2.10.  Rotura de ola en una playa: olas oblicuas en un dominio 3D. 
Tesina Final de Carrera:   Posibilidades del método de elementos finitos y partículas (PFEM) en problemas de 
interacción fluido-estructura en flujos incompresibles 
35 
 
 
Fig. 2.11. Sólidos flotantes sobre una superficie libre. Geometría inicial y distribución 
de puntos. 
 
a) t = 0 s. 
 
b) t = 0.29 s. 
 
c) t = 0.49 s. 
 
d) t = 0.71 s. 
 
 
e) t = 1.23 s. 
Fig. 2.12. Sólidos flotantes sobre una superficie libre.
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Contornos de presión y superficie libre para las diferentes posiciones de tiempo. 
    
 
  
 
 
Fig. 2.13. Cubos sólidos cayendo en un recipiente con agua. Posición de la superficie 
libre en diferentes pasos de tiempo. 
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2.6. Conclusiones 
 
• El Método de las Partículas en combinación con el Método de los Elementos 
Finitos en los que las mallas se generan linealmente con el número de 
partículas son una excelente herramienta para resolver problemas de la 
mecánica de fluidos, especialmente las interacciones fluido-estructura con los 
movimientos de la superficie libre y de contacto. 
• La rotura de las olas, problemas de colapso, problemas de separación de flujos 
y contactos se pueden resolver fácilmente sin ninguna limitación adicional. 
• El método de elementos finitos sin malla (meshless), parece que es el mejor 
MEF adaptado a este tipo de combinación. De hecho, el MFEM muestra las 
ventajas del método meshless en relación con la fácil introducción de los nodos 
de conexión en un tiempo limitado de orden n. El método también preserva las 
ventajas clásicas del MEF, tales como: a) la simplicidad de las funciones de 
forma, b) la continuidad entre los elementos, c) una fácil introducción de las 
condiciones de contorno, y d) simetría de las matrices. 
• Ambos métodos, el de las partículas y el MFEM son los ingredientes clave para 
resolver problemas de fluido-estructura incluso con superficie libre, rotura de 
olas, separaciones del flujo y situaciones de colapso. 
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3. ESTUDIO DEL PERFIL DE VELOCIDADES EN UN FLUJO PERMANENTE 
3.1. Introducción y bases teóricas 
 
En este capítulo se pretende estudiar el perfil de velocidades que se desarrolla en un 
flujo paralelo a un contorno, prestando especial atención a la zona más cercana al 
contorno. La finalidad es obtener conclusiones que permitan introducir mejoras en el 
tratamiento de la erosión que realiza el código de PFEM. 
En las proximidades de los contornos, se desarrolla la capa límite, una región donde 
las variables hidráulicas tienen un comportamiento diferente al del conjunto del flujo, 
con gradientes de velocidad acusados y mayores tensiones de corte. Sin embargo, a 
partir de números de Reynolds habitualmente superados en problemas de ingeniería 
civil, su espesor es demasiado pequeño como para ser capturado por suficientes 
partículas. Por ello se debe realizar una aproximación operativa al problema, a través 
de la información de la que se dispone, fundamental la velocidad de las partículas de 
los elementos de contacto. 
El actual código de PFLOW (PFEM para fluidos incompresibles) permite considerar la 
erosión de un sólido sumergido. Las potenciales aplicaciones son, por ejemplo, el 
estudio de erosión de un dique sumergido sometido a la acción del oleaje, el estudio 
de erosión de un lecho sometido a un flujo, etc. Para ello, se introducen en el 
programa dos valores: el parámetro de erosión y el umbral de velocidad mínima. 
El parámetro de erosión es un parámetro energético: cuando la energía desarrollada 
por las tensiones de corte (actualmente se tienen en cuenta las velocidades de las 
partículas en el entorno de la partícula de sólido) supera este valor, la partícula sólida 
se desprende del sólido y pasa a comportarse como fluida. En este proceso se tiene 
en cuenta el volumen de sólido asociado a la partícula. Actualmente se está 
trabajando para dotar a la partícula desprendida de ciertas propiedades físicas, e 
incluso permitir su futura sedimentación, asumiendo un comportamiento más realista. 
El umbral de velocidad mínima establece un valor mínimo para la velocidad en el 
entorno del sólido que es capaz de erosionarlo, respondiendo a los resultados 
obtenidos por Shields en 1936 [28]. Según este autor, para que se produzca el arrastre 
de las partículas de un lecho fluvial debe superarse una tensión de corte en el fondo, 
que además depende del número de Reynolds de grano (la longitud característica es 
el diámetro de partícula). El umbral, principio o condición crítica del movimiento del 
fondo, se puede obtener del ábaco creado por Shields. Este propone una curva de 
inicio de movimiento en el plano creado por el parámetro de Shields que no es otra 
cosa que una relación entre las fuerzas de arrastre de la partícula y las fuerzas de 
estabilización o peso (en este caso el peso sumergido) que mantienen a la partícula 
sólida en su sitio, en el otro eje se coloca una medida de la turbulencia local medido a 
través del número adimensional de Reynolds de grano. 
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El parámetro de Shields (Fuerzas de arrastre / Fuerzas de estabilidad) se puede 
determinar de acuerdo a: 
 
( ) DS ⋅−= γγ
τ
τ 0  
 
donde  
0τ es la tensión de corte en el fondo. 
γγ −S  es el peso específico sumergido de la partícula. 
D es el diámetro del grano. 
 
La velocidad de corte, como velocidad significativa para el fondo, es la más indicada 
para constituir el número de Reynolds llamado granular, definido como: 
 
ν
Dv ⋅
=
*
*
Re  
 
donde 
 
*
v  es la velocidad de corte. 
ν , como es la viscosidad cinemática del fluido (1·10-4 m2/s para el agua a 20º). 
 
El ábaco de Shields se representa en unos ejes donde tenemos por un lado el 
parámetro de Shields y, por otro lado, el número de Reynolds. 
 
 
 
Fig. 3.1. Ábaco de Shields. 
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Por otro lado, la tensión de corte en un flujo unidimensional se obtiene 
simplificadamente según la siguiente expresión, la ley de Newton de la viscosidad: 
 
dy
dv
⋅= µτ  
donde 
 
µ  es la viscosidad dinámica del fluido (1·10-3 Pa·s para el agua a 20º). 
dy
dv
 es el gradiente del campo de velocidad en la dirección apropiada. 
 
Esta ecuación es muy interesante por su sencillez y será la base para diferentes 
conclusiones en este capítulo. 
En ingeniería fluvial, otra manera de estimar la tensión de corte en el fondo es 
realizando el balance de cantidad de movimiento, obteniendo la siguiente expresión 
[29]: 
 
SR ⋅⋅= γτ  
donde  
 
R es el radio hidráulico de la sección. 
S es la pendiente del lecho. 
 
Sin embargo estos parámetros solo tienen sentido en una tipología de problemas 
concreta y pierden su utilidad en una metodología mucho más ambiciosa como PFEM. 
 
La dependencia del inicio del movimiento con el tamaño de grano establece ciertas 
dificultades para la obtención de un único umbral cuando tenemos materiales bien 
gradados con varios tamaños de grano, como el habitual ''todo uno'' utilizado en los 
núcleos de diques. 
Además, pese a que el ábaco de Shields toma la tensión de corte en el fondo como 
parámetro fundamental, para hacer operativo su estudio, PFLOW analiza en su lugar 
la velocidad de las partículas de fluido en el entorno de cada partícula de sólido 
erosionable. El hecho de disponer solo de los valores de la velocidad en puntos 
discretos del fluido (partículas) cuando lo que se requiere es el valor en el contorno 
introduce ciertos interrogantes al problema, puesto que en todo el discurso se ha 
obviado la influencia de la capa límite, auténtica protagonista en el contorno. Por ello 
es de especial interés el estudio del perfil de velocidades simulado mediante el 
método, teniendo en cuenta el tamaño de elemento utilizado, para su posterior 
consideración en el tratamiento de la erosión. 
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3.2. Caso de estudio 
 
El caso simulado consiste en un flujo estacionario sobre un canal horizontal de 3 
metros de longitud, con un cambio de pendiente hasta el 20 % durante un metro más, 
para permitir además la observación del comportamiento del fluido (en este caso agua) 
al pasar por un vértice en el contorno. 
La condición de contorno del fluido se introduce ''aguas arriba'', con la entrada de agua 
a 2 m/s con un calado de 0.5 metros, siendo el régimen rápido. 
 
 
 
Fig. 3.2. Geometría del caso simulado. 
 
 
Se han realizado simulaciones bidimensionales con tamaños de elemento h de 20, 10 
y 5 mm. 
El régimen es transitorio al encontrarse el canal inicialmente seco, aunque se alcanza 
el régimen estacionario tras aproximadamente 6 segundos de simulación. Los 
resultados analizados serán siempre los obtenidos en régimen estacionario. 
Se han simulado 20 segundos para los dos primeros tamaños de elemento, y 8 
segundos para el tamaño más fino de 5 mm, habiéndose alcanzado en los tres casos 
el régimen estacionario. 
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Se muestra la evolución temporal del módulo de velocidad en un punto a 10 cm de 
altura sobre el fondo, 15 cm aguas abajo del vértice (zona final donde se alcanza el 
régimen estacionario más tardíamente): 
 
 
Fig. 3.3. Evolución del módulo de la velocidad en el punto de coordenadas [3.15,0] 
para h = 20 mm. 
 
 
Fig. 3.4. Evolución del módulo de la velocidad en el punto de coordenadas [3.15,0] 
para h = 10 mm. 
Tesina Final de Carrera:   Posibilidades del método de elementos finitos y partículas (PFEM) en problemas de 
interacción fluido-estructura en flujos incompresibles 
44 
 
 
 
Fig. 3.5. Evolución del módulo de la velocidad en el punto de coordenadas [3.15,0] 
para h = 5 mm. 
 
Se observa claramente que se ha alcanzado el régimen estacionario en todas las 
simulaciones. 
Tesina Final de Carrera:   Posibilidades del método de elementos finitos y partículas (PFEM) en problemas de 
interacción fluido-estructura en flujos incompresibles 
45 
 
3.3. Presentación y discusión de resultados 
 
Se presentan ahora los perfiles de la lámina libre con el módulo de la velocidad 
representado gráficamente: 
 
 
 
 
Fig. 3.6. Perfil de la lámina libre con el módulo de la velocidad (m/s) representado para 
h = 20 mm. 
 
 
 
 
 
Fig. 3.7. Perfil de la lámina libre con el módulo de la velocidad (m/s) representado para 
h = 10 mm. 
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Fig. 3.8. Perfil de la lámina libre con el módulo de la velocidad representado para h = 5 
mm. 
 
La simulación realizada con el mayor tamaño de elemento presenta un peor 
comportamiento en la zona de mayor pendiente, con irregularidades en la forma de la 
lámina libre y en la representación de los resultados del módulo de la velocidad (debe 
recordarse que los resultados del cálculo son las velocidades y presiones en los 
nodos, el post-proceso de GiD interpola los resultados para obtener resultados 
gráficos). 
Cuando nodos que pertenecen a la superficie libre se separan demasiado entre sí (en 
este caso después de pasar por el vértice) el algoritmo de alpha shape hace que se 
suprima la arista que los une y otro nodo de menor calado pase a pertenecer a la 
superficie libre. Esto es lo que en ocasiones produce 'entallas' en el perfil de la lámina 
libre cuando se utilizan mallas gruesas. 
Con tamaños de malla de 10 y 5 mm se obtienen unos resultados más depurados. 
Con la malla más fina se consigue definir mejor la zona adyacente al vértice de cambio 
de pendiente, de mayores velocidades. Esto es debido a que se forma una zona de 
depresión al producirse una deflexión del flujo, depresión que induce un gradiente de 
presiones que acelera localmente el flujo. 
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Se muestran los gráficos de las presiones para los distintos tamaños de malla: 
 
 
 
Fig. 3.9. Campo de presiones (Pa) para h = 20 mm. 
 
 
 
 
Fig. 3.10. Campo de presiones (Pa) para h = 10 mm. 
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Fig. 3.11. Campo de presiones (Pa) para h = 5 mm. 
 
Salvo en las proximidades del vértice (supone una irregularidad en el flujo), se observa 
la clásica distribución hidrostática de presiones, al existir un flujo estacionario paralelo 
al fondo. 
Se observa que la malla más fina muestra un mayor gradiente de presiones junto al 
vértice, por lo que la intuición nos indica que es la que mejor refleja el fenómeno real. 
Asimismo, se detecta ciertas alteraciones de la distribución de presiones esperada 
junto a la entrada de fluido aguas arriba. 
El código de PFEM permite la introducción en pre-proceso de entidades de entrada 
fluido (segmentos en 2D y superficies en 3D), con la llamada condición de 'fluid in'. Los 
nodos de estas entidades se van ''despegando'' de ellas con la velocidad y 
espaciamiento que dicta el usuario. Parece que este proceso induce variaciones de 
presión, curiosamente incrementos tanto positivos como negativos. En las secuencias 
completas se observan variaciones oscilantes. 
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Pasemos ahora a comparar los diferentes perfiles de velocidad obtenidos con los tres 
tamaños de elemento. Se realizarán ''cortes'' en las secciones con coordenadas x: 1.5 
(sección intermedia del tramo horizontal), 3.04 (justo aguas abajo del vértice) y 3.5 
metros (sección intermedia del tramo inclinado). Las secciones se tomarán 
perpendiculares al fondo correspondiente, salvo en la sección junto al vértice donde, 
pese a encontrarnos ya con fondo inclinado, la sección se tomará vertical pues el flujo 
todavía no se ha amoldado completamente a la nueva pendiente. Se mostrará el valor 
de la componente según x de la velocidad para la sección en tramos horizontal y del 
módulo de la velocidad en las otras dos secciones, donde la componente vertical ya es 
considerable. 
 
 
 
 
 
Fig. 3.12. Secciones de estudio del perfil de velocidades. 
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Los perfiles de velocidad obtenidos son los siguientes: 
Fig. 3.13. Perfiles de velocidades según x en la sección del tramo horizontal. 
 
Fig. 3.14. Perfiles del módulo de la velocidad en la sección aguas abajo del vértice. 
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Fig. 3.15. Perfiles del módulo de la velocidad en la sección del tramo inclinado. 
 
 
Lo primero que se observa en los perfiles es que a medida que se refina la malla, los 
calados aumentan y las velocidades decrecen. El fenómeno compensa en parte el 
caudal (resultado de integrar las velocidades sobre una sección de flujo), aunque 
deberá otorgarse mayor credibilidad a los resultados aportados por la malla más fina. 
Los perfiles en la sección intermedia de ambos tramos son muy similares con una 
velocidad casi uniforme ligeramente creciente en altura. En la sección aguas abajo del 
vértice se aprecia el repunte de velocidad cercano al fondo que origina la depresión 
creada. La malla más fina es aquí la que captura mayores velocidades, pese a que en 
general muestra menores. Esto es debido a la mayor ''flexibilidad'' física que le otorga 
su mayor densidad de partículas. Es también común en la resolución de problemas 
estructurales mediante MEF la obtención de mayores flechas cuando se refina la 
malla. 
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Sin embargo el mayor interés reside en el estudio de los perfiles justo en la zona de 
contacto con el fondo. Para ello debe tenerse en cuenta que los puntos que se 
observan en las perfiles no corresponden a la velocidad de las partículas de PFEM si 
no a los valores interpolados de las intersecciones del segmento de corte con las 
aristas de los elementos de la malla. 
A modo de ejemplo, se muestran los detalles de estas intersecciones en la sección 
aguas abajo del vértice con h = 20 mm y en la sección del tramo inclinado con h = 5 
mm: 
 
 
 
Fig. 3.16. Detalle de la intersección del corte aguas abajo del vértice con la malla de 
elementos de tamaño 20 mm. 
 
 
 
Fig. 3.17. Detalle de la intersección del corte en el tramo inclinado con la malla de 
elementos de tamaño 5 mm. 
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De la observación de estos detalles y de los perfiles de velocidad se desprende que 
los puntos en las gráficas de los perfiles con velocidades más bajas corresponden a 
intersecciones de los cortes con aristas pertenecientes a los elementos de contacto y, 
por lo tanto, son valores interpolados entre velocidad nula de contorno y la velocidad 
de los nodos del entorno, de valor poco representativo. Se puede observar también 
que la velocidad de las partículas de fluido de los elementos de contacto no refleja 
ninguna reducción brusca debido al rozamiento que el contacto debería ocasionar al 
flujo; tienen una velocidad que sigue la tendencia general del perfil. 
Por ello es absurdo calcular la tensión de corte en el fondo tomando como incremento 
de la velocidad la velocidad de las partículas en contacto con el fondo y como 
incremento de distancia la distancia típica de estas al fondo, pues variaría 
enormemente con el tamaño de elemento empleado en la simulación. Las tangentes 
de los perfiles de velocidad mostrados en las figuras son inversamente proporcionales 
a la tensión de corte, confirmándose plenamente que esta crece cuando el tamaño de 
elemento decrece. 
Si se desea adaptar la expresión de la tensión de corte como derivada espacial del 
campo de velocidades debería introducirse en el dividendo una distancia característica 
del flujo, independiente del tamaño de elemento. Esta distancia λ  debería incorporar 
en su cálculo al menos la rugosidad del fondo y la turbulencia del flujo (velocidad y 
viscosidad del fluido), en una expresión suficientemente sencilla como para 
implementarla en el código de manera práctica. 
 
λµµµτ
v
y
v
dy
dv ∆
⋅≈
∆
∆
⋅≈⋅=  ,      ...),( aturbulencirugosidadλλ =  
 
3.4. Conclusiones 
 
• Pese a que actualmente es posible aproximar perfiles de velocidad de flujos 
fundamentalmente unidimensionales mediante simulaciones con PFEM, el 
estudio minucioso de la velocidad del fluido próximo a los contornos presenta 
grandes dificultades, al no poderse capturar la capa límite. 
• PFEM es capaz de capturar los fenómenos locales debidos al paso de un flujo 
sobre un vértice en un contorno. 
• La velocidad de las partículas que pertenecen a los elemento de contacto es 
muy poco sensible al tamaño de elemento utilizado en distintas simulaciones. 
• Para la simulación del fenómeno de la erosión vía análisis de las velocidades 
en el entorno de la partícula erosionable, es completamente inadecuado 
introducir en los cálculo el tamaño de elemento utilizado sin ninguna corrección 
adicional. Esta introducción llevaría al absurdo de que la tensión de corte 
considerada dependería fuertemente del tamaño de elemento utilizado (mayor 
tensión para menores tamaños de elemento), cuando se deberían obtener 
valores sensiblemente similares. 
• Se recomienda para el cálculo de la tensión de corte la inclusión de una 
distancia característica del flujo que dependa al menos de la rugosidad del 
fondo y de la turbulencia del flujo. 
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4. CONTRASTE NUMÉRICO MEDIANTE PFEM DE ENSAYOS CON FRENTES 
DE ONDA GENERADOS POR LA RÁPIDA APERTURA DE UNA 
COMPUERTA 
 
4.1. Introducción 
 
La realización de este capítulo se enmarca en el proyecto SAYOM (Sistema de Ayuda 
a la planificación, ejecución y explotación de Obras Marítimas) desarrollado por 
CIMNE junto con Dragados. Se incluyen en él resultados obtenidos por Fernando 
Salazar de CIMNE Madrid (simulación 3D con recinto abierto) y Salvador Latorre de 
CIMNE Barcelona (simulaciones con arrastre de bloques), por lo que se agradece su 
contribución. 
El objeto es validar la precisión y aplicabilidad del PFEM, el estudio de situaciones de 
rebase y la predicción del movimiento de objetos sometidos al impacto de corrientes 
de agua. Se han llevado a cabo diversos ensayos experimentales a laboratorios de 
Hidráulica de la E.T.S.I.C.C.P de la UPC. 
Paralelamente se han reproducido los mismos ensayos con la técnica PFEM 
desarrollada en CIMNE y se han comparado los resultados. En los apartados 
siguientes se muestran resultados de los ensayos experimentales y de las 
comparaciones entre los resultados numéricos obtenidos con el PFEM y 
experimentales. Cabe decir que la comparación entre ambos tipos de resultados ha 
sido buena, demostrándose así la aplicabilidad del PFEM para el estudio de los 
problemas arriba mencionados. 
 
4.2. Descripción de los ensayos 
 
El presente informe contrasta numéricamente los resultados obtenidos en los 
Laboratorios de Hidráulica de la Escuela Técnica Superior de Ingenieros de Caminos, 
Canales y Puertos de Barcelona por el grupo FLUMEN en dinámica fluvial e 
investigación hidrológica, durante los ensayos enmarcados en el análisis experimental 
de frentes de onda generados por la apertura rápida de una compuerta [30]. El objetivo 
de este estudio fue comparar los resultados obtenidos con las simulaciones realizadas 
mediante el método de los elementos finitos y las partículas (PFEM), para contribuir en 
su validación 
Los autores del análisis experimental fueron los miembros de FLUMEN José Luis 
Aragón Hernández, Belén Martí Cardona y Martí Sánchez-Juny. 
Puesto que se trata de un problema de evolución en mecánica de de fluidos 
incompresibles, la bondad del comportamiento del método PFEM será puesto a 
prueba. 
Los ensayos se llevaron a cabo en el canal de pendiente variable del FLUMEN (figura 
4.1), en el Laboratorio de Hidráulica y Mecánica de Fluidos de la Escuela Técnica 
Superior de Ingenieros de Caminos, Canales y Puertos de Barcelona. El canal está 
formado por cajeros de vidrio en sección rectangular, con un ancho de 0,6 m. Se 
dispuso en todos los ensayos en posición horizontal. 
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Fig. 4.1. Imagen del canal de las instalaciones del FLUMEN. 
 
 
 
Fig. 4.2. Geometría del canal del FLUMEN. 
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Deben distinguirse dos tipologías de ensayo (figura 4.2), en las cuales se levantaba 
una compuerta ligada a un sistema de contrapesos y poleas que permitía una apertura 
rápida, controlada y repetitiva para iguales cargas de agua, aguas arriba de la misma. 
Dichos niveles establecían la condición inicial de cada ensayo. En ambas tipologías de 
ensayo el eje de la compuerta de 2 cm de espesor se colocaba a 0.47 m del contorno 
de cierra aguas arriba: 
Ensayos con recinto cerrado (en depósito). El contorno de cierre aguas abajo se 
situaba a 1.44 m del de aguas arriba, resultando un recinto cerrado de esa longitud. 
Dentro de este grupo se realizaron ensayos con el fondo teóricamente seco y con una 
lámina de 5 cm de agua. Sin embargo hay que destacar que se han simulado 
situaciones más semejantes a las de los ensayos, en las cuales los niveles variaban 
ligeramente debido a las pérdidas que sufría la compuerta  
Ensayos con recinto abierto (en canal). En este caso se retiró el contorno aguas abajo, 
resultando un canal abierto. El informe de FLUMEN no detalla la longitud total del 
canal; la longitud simulada es de 3 metros, valor importante pues, en la simulación, al 
final del canal se forma una sección crítica.  
Ensayos con recinto abierto en los que se colocaron cuerpos cilíndricos y prismáticos 
(figura 4.3) para analizar su desplazamiento al recibir el frente de onda, y la interacción 
que causaban en él. 
 
 
Fig. 4.3. Características de los objetos expuestos al flujo. 
 
La carga de agua en todos los ensayos era de 0.30 m, aunque, como ya se ha 
comentado, los verdaderos niveles iniciales oscilaban pocos milímetros respecto a 
este valor debido a las pérdidas de la compuerta. 
La compuerta estaba formada por una plancha de metacrilato rectangular que disponía 
de su extremo inferior biselado y, como ya se ha comentado, estaba sujeta a un 
sistema de contrapeso y poleas que, a igualdad de carga aguas arriba de la 
compuerta, permitía su izado de manera repetitiva. 
Este sistema de izado fue diseñado para asegurar: 
 
a) Una apertura lo más rápida posible para la formación de un frente onda 
lo más rápidamente variable posible. 
b) Igualdad de la fuerza de izado en todos los ensayos a fin de poder 
realizar ensayos comparables entre sí. 
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Así, el sistema consistía en un cable de acero de 5 mm de diámetro sujeto a la 
compuerta por un extremo y por el otro unido a dos bloques cilíndricos de hormigón de 
aproximadamente 35 kg, mediante un sistema de tres poleas. Antes de iniciar cada 
ensayo los bloques de hormigón se encontraban apoyados en un soporte a una altura 
suficiente que permitía mantener la compuerta cerrada. Un mecanismo permitía hacer 
caer el soporte y con él los bloques de hormigón, provocándose el izado súbito de la 
compuerta. 
Se han introducido en las simulaciones numéricas las leyes de apertura de la 
compuerta en cada caso, según los datos de elevación en función del tiempo 
aportados por el informe de FLUMEN. 
Para la medición de las variables hidráulicas en laboratorio, y tratándose en especial 
de un fenómeno que tiene un comportamiento rápidamente variable, se usó una 
cámara de alta velocidad MotionPro RedLake Midas, cedida por el Laboratorio de 
Tecnología de Estructuras del Departamento de Ingeniería de la Construcción de la 
UPC. Se trata de un sistema de captación de imágenes no intrusivo que, por tanto, no 
alteraba el flujo en el interior del recinto de ensayo. 
La cámara se configuró para una captura de 100 instantáneas por segundo, que se 
comprobó suficiente para captar con detalle el fenómeno. Ello requirió de un laborioso 
post-proceso para transformar las imágenes capturadas en secuencias temporales de 
perfiles de la lámina de agua y de calados. 
Estas imágenes se procesaron para determinar en cada una de ellas la altura de la 
lámina de agua adyacente al cristal anterior del recinto de ensayo en una serie de 
secciones transversales del recinto referidas como posiciones de los sensores. Todas 
las imágenes fueron filtradas mediante un cierre y apertura morfológicos consecutivos, 
con un elemento estructural de 3 × 3 píxeles. Estos filtros eliminan de la imagen 
puntos oscuros, como los de la malla milimetrada en el cristal anterior del recinto del 
ensayo, así como pequeños brillos debidos en general a la reflexión de la luz sobre 
gotas de agua adheridas al cristal del recinto. 
En la imagen inicial de cada ensayo se determinó mediante observación directa la 
altura de agua en píxeles en la columna correspondiente a la posición los distintos 
sensores. Un código programado en Matlab permitió obtener la altura de agua en 
píxeles en la posición de cada sensor para el resto de las imágenes de los ensayos. Si 
la altura de agua en la columna del sensor S en la imagen I es H, el código evalúa en 
las ocho direcciones posibles el gradiente de intensidad de la imagen I+1 en la 
columna S en un entorno de la altura H. La altura de agua en la columna S de la 
imagen I+1 viene determinada por el máximo gradiente de intensidad. 
Una malla milimetrada situada sobre el cristal anterior del recinto del ensayo permitió 
calcular la función de transformación de calado en píxeles a calado en metros, en las 
columnas de la imagen correspondientes a la posición de los sensores. Mediante 
estas funciones los calados obtenidos en número de píxeles por el código Matlab se 
transformaron en medidas de longitud. 
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Las posiciones de los sensores, medidas desde el contorno aguas arriba son las 
siguientes: 
 
 
Fig. 4.4. Posiciones de los sensores. 
 
 
Para poder contrastar los niveles medidos en los ensayos con los resultados de las 
simulaciones, estas incluyen a su vez un registro de niveles en los mismos puntos, 
llamados en software de PFEM, por extensión, sensores de superficie libre. 
La simulación de los casos donde intervienen los cuerpos se ha analizado 
necesariamente mediante un modelo 3D, mientras que en el resto de casos es 
suficiente un modelo 2D. 
En las simulaciones 3D el tamaño de elemento es sensiblemente mayor al de las 2D 
por motivos de eficiencia de cálculo. Por ello, en los modelos tridimensionales no se 
han podido incluir los pequeños niveles de agua que se dan inicialmente aguas abajo 
de la compuerta. 
A continuación se contrastan los resultados de cada ensayo con los de la 
correspondiente simulación. 
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4.3. Comparación y discusión de resultados 
 
A continuación se presentan los resultados obtenidos por las simulaciones con PFEM, 
comparados con los resultados aportados por el informe de FLUMEN. 
 
4.3.1. Recinto cerrado, fondo seco 
 
Los niveles iniciales en la simulación son, como valor medio de los medidos, 0.296 m 
aguas arriba y 0.006 m aguas abajo según la siguiente geometría inicial: 
 
 
Fig. 4.5. Geometría de la simulación en depósito con fondo seco. 
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El tamaño de elemento utilizado fue de 2 mm. Se presentan los gráficos de 
comparación entre los niveles de agua medidos y simulados: 
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Fig. 4.6. Gráficos comparativos de los sensores de nivel para el ensayo con recinto 
cerrado y fondo seco. 
 
Puede observarse la notable correlación entre los niveles medidos y simulados en los 
instantes iniciales. Sin embargo, con la llegada del frente al contorno derecho, la 
simulación con PFEM nos da unos niveles con etapas muy oscilantes que 
aparentemente discrepan de los resultados medidos. Esto es debido al algoritmo 
mediante el cual los sensores calculan la cota de la superficie libre. El usuario 
introduce un radio (en el caso bidimensional se traducirá en dos segmentos en el eje 
x) alrededor del punto donde se sitúa el sensor, dentro del cual se buscan los puntos 
más elevados pertenecientes a una superficie libre, calculándose después  la media 
entre los máximos valores a izquierda y derecha. Por ello los sensores miden 
alternativamente la cota de la masa de agua y también la de los pequeños volúmenes 
de agua lanzados hacia arriba (en adelante, ''salpicaduras''). Esta es la causa de las 
fuertes oscilaciones que registran, por ejemplo, los sensores del 3 al 7 durante el 
segundo 2 de simulación, como pretende ilustrar la figura 4.7. 
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Fig. 4.7. Instante de la simulación a los 1.45 s, donde se observan las salpicaduras 
que alteran los resultados de los sensores. 
 
Y la distorsión no acaba aquí, cuando por encima de un sensor pasa un volumen de 
aire (la versión de PFEM utilizada lo trata simplemente como un 'vacío'), es posible 
que el sensor capte la cota media de algunos de los nodos de la superficie libre de 
este volumen, en lugar de la cota de la auténtica superficie de la lámina de agua. Esto 
es lo que explica súbitos descensos del nivel, como ocurre, por ejemplo, en los 
sensores 3 y 4 durante el primer segundo de simulación (figura 4.8). 
 
 
Fig. 4.8. Instante de la simulación a los 0.35 s, donde se observan un volumen de 
vacío a punto o de pasar por encima de la posición del sensor 4. 
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Así pues, las gráficas comparativas de los sensores de nivel no reflejan plenamente la 
bondad de la simulación, debiendo ser filtrada su información mediante observación de 
las secuencias de simulación. 
También puede detectarse en las gráficas un menor periodo de ''rebote'' del frente de 
onda en la simulación, que se hace notable a partir de los 4 segundos de simulación (3 
periodos transcurridos). 
 
 
 
4.3.2. Recinto cerrado, fondo mojado 
 
Los niveles iniciales en la simulación son, como valor medio de los medidos, 0.300 m 
aguas arriba y 0.048 m aguas abajo, según la siguiente geometría inicial: 
 
 
Fig. 4.9. Geometría de la simulación en depósito con fondo mojado. 
 
El tamaño de elemento utilizado fue de 2 mm.  
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Se muestran diferentes instantes del ensayo real y de su simulación, obtenidos del 
post-proceso de resultados: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 4.10. Secuencia de imágenes tomadas en el ensayo y en la simulación en 
depósito con fondo inicialmente mojado (en las dos primeras imágenes de la 
simulación la escala vertical está ampliada respecto a los posteriores). 
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Se presentan los gráficos de comparación entre los niveles de agua medidos y 
simulados: 
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Fig. 4.11. Gráficos comparativos de los sensores de nivel para el ensayo con recinto 
cerrado y fondo mojado. 
 
En el caso de fondo mojado los resultados tienen un comportamiento similar al caso 
de fondo seco, aunque con un agravamiento de las distorsiones provocadas por el 
algoritmo de los sensores de nivel. Al tener una mayor lámina de agua sobre la que el 
frente avanza, la disipación por rozamiento con el fondo es menor y los impactos con 
los contornos se producen con una mayor energía, provocándose mayores remontes y 
salpicaduras, no reflejados en los niveles medidos en los ensayos. 
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A modo ilustrativo, unos instantes de la simulación donde las salpicaduras y vacíos 
camuflan la bondad de los resultados reflejados por los sensores de la simulación: 
 
 
Fig. 4.12. Instante de la simulación a los 2.3 s, donde se observan las salpicaduras 
que alteran los resultados de los sensores 1 y 2. 
 
 
Fig. 4.13. Detalle del instante de la simulación a los 3.2 s, donde se observan un 
volumen de vacío sobre el sensor 1. 
 
Nuevamente los resultados se desfasan cuando avanza el tiempo, siendo también el 
periodo de rebote menor en la simulación. 
Es este caso, puesto que las distorsiones son debidas fundamentalmente a 
salpicaduras, basta con suprimir en las oscilaciones los valores pico elevados para 
constatar el buen comportamiento de PFEM. Incluso para tiempos ''grandes'', y pese a 
que los rebotes del frente de onda se desfasan progresivamente, se observa una 
buena correlación entre los niveles obtenidos con PFEM y los simulados. 
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A continuación se presentan los resultados obtenidos por Fernando Salazar mediante 
una simulación tridimensional del caso, con un tamaño de elemento de 20 mm. La 
malla es sensiblemente más gruesa que en el caso bidimensional por motivos obvios 
de eficiencia computacional. 
 
 
 
Fig. 4.14. Geometría tridimensional del caso cerrado con fondo mojado y distintos 
instantes de la simulación. 
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Gráficos comparativos: 
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Fig. 4.15. Gráfico comparativo del sensor 1. 
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Fig. 4.16. Gráfico comparativo del sensor 2. 
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Fig. 4.17. Gráfico comparativo del sensor 3. 
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Fig. 4.18. Gráfico comparativo del sensor 4. 
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Fig. 4.19. Gráfico comparativo del sensor 5. 
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Fig. 4.20. Gráfico comparativo del sensor 6. 
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Fig. 4.21. Gráfico comparativo del sensor 7. 
 
Se observa un ajuste notable en todos los sensores, tanto cualitativa como 
cuantitativamente. El hecho de que la malla no sea tan fina como en el caso 
bidimensional evita la aparición de salpicaduras por lo que no aparecen las 
oscilaciones que daban tan mal aspecto a los gráficos de la simulación bidimensional. 
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4.3.3. Recinto abierto 
 
Los niveles iniciales en la simulación son, como valor medio de los medidos, 0.306 m 
aguas arriba y 0.006 m aguas abajo, según la siguiente geometría inicial (longitud total 
de 3 metros): 
 
 
Fig. 4.22. Geometría de la simulación en canal. 
 
Para optimizar el tiempo de cálculo se ha utilizado una malla con elementos de tamaño 
variable en el espacio. El tamaño pasa de 4 a 2 mm a 0.4 m del contorno aguas arriba: 
 
 
 
Fig. 4.23. Tamaño de elemento en la simulación en canal. 
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Se presentan los gráficos de comparación entre los niveles de agua medidos y 
simulados: 
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Fig. 4.24. Gráficos comparativos de los sensores de nivel para el ensayo con recinto 
abierto. 
 
 
Se observa un excelente comportamiento de la simulación en los sensores 1 y 2, 
sobre todo en los instantes iniciales. Para instantes de tiempo más avanzados 
muestran niveles que se alejan paulatinamente de los resultados ensayados, a la baja. 
Esto es parcialmente debido a la reducida longitud del canal en la simulación, que 
favorece un desagüe del canal más rápido. Así, mientras que a partir de los 3 
segundos puede considerarse que en la simulación se ha desaguado la mayor parte 
de volumen de agua, los sensores captan un nivel de más de 2 cm en el ensayo. 
En el caso de los sensores 3, 4 y 5, situados más allá de la posición de la compuerta, 
el comportamiento es similar, con niveles que decrecen más rápidamente con el 
tiempo, por el motivo comentado. 
Al llegar el frente se aprecia un brusco descenso del nivel simulado. Esto es debido a 
que los sensores de nivel de la simulación detectan el nivel del volumen de aire 
encerrado por la lengua del frente, y no el nivel de la superficie libre, medido en los 
ensayos. En todo caso, la altura de la ''lengua'' simulada es ligeramente inferior a la 
medida (por ejemplo, en el sensor 4, 6.2 cm frente a 9.0 cm). 
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4.3.4. Recinto abierto con bloque cilíndrico 
 
Los niveles iniciales en la simulación son 0.300 m aguas arriba y 0 aguas abajo ya que 
el tamaño de elemento no es suficientemente pequeño como para reproducir la 
lámina. Se muestran distintos instantes del ensayo y de la simulación (figura 4.25): 
 
 
 
 
Fig. 4.25. Instantes del ensayo y de la simulación del caso con bloque cilíndrico. 
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El resultado de interés en este caso es contrastar el movimiento del bloque obtenido 
en la simulación con el medido en el ensayo. Por ello se muestra un gráfico 
comparativo de ambos (figura 4.26). 
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Fig. 4.26. Resultados comparativos del arrastre del bloque cilíndrico obtenido en los 
ensayos de laboratorio y mediante PFEM. 
 
Se observa un buen resultado de PFEM, con tendencia a menospreciar ligeramente el 
desplazamiento del bloque cilíndrico, aunque los resultados son del todo aceptables. 
Al no haber introducido la pequeña lámina de agua aguas abajo de la compuerta el 
perfil del frente que llega es distinto ya que no se forma la lengua característica. Es 
posible que esto afecte en una pequeña reducción del arrastre del bloque, aunque no 
representa el total de la diferencia entre el ensayo y la simulación. 
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4.3.5. Recinto abierto con bloque prismático 
 
Los niveles iniciales en la simulación son 0.304 m aguas arriba y 0 aguas abajo ya que 
el tamaño de elemento no es suficientemente pequeño como para reproducir la 
lámina. Se muestran distintos instantes del ensayo y de la simulación (figura 4.27): 
 
 
Fig. 4.27. Imágenes del ensayo en canal con bloque prismático. 
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Fig. 4.28. Instantes de la simulación en canal con bloque prismático. 
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Fig. 4.29. Resultados comparativos del arrastre del bloque cilíndrico obtenido en los 
ensayos de laboratorio y mediante PFEM. 
 
Los resultados son coincidentes ya que ni en el ensayo ni en la simulación el impacto 
del frente de onda es capaz de desplazar el bloque prismático. 
 
4.4. Conclusiones 
 
De este capítulo pueden extraerse las siguientes conclusiones: 
• Las simulaciones realizadas mediante PFEM reproducen con una fiabilidad 
aceptable los ensayos realizado por FLUMEN. Tanto los niveles de agua 
simulados como la forma de los frentes de onda producidos por la apertura de 
la compuerta se ajustan notablemente, sobretodo en los instantes iniciales de 
las simulaciones. 
• Debe tenerse cuidado a la hora de analizar los resultados provenientes de los 
sensores de nivel, ya que estos pueden capturar la altura de salpicaduras y/o 
vacíos interiores en el seno del fluido, dando lugar a oscilaciones en los 
gráficos de nivel. Los gráficos están especialmente alterados en los casos con 
recinto cerrado, donde se producen impactos del frente de onda contra las 
paredes. 
• En los casos de arrastre de bloques los resultados también están notablemente 
ajustados a los de los ensayos, reproduciendo con fidelidad la trayectoria de 
los cuerpos. En el caso del bloque cilíndrico la simulación infravalora tan solo 
ligeramente el arrastre y en el caso del bloque prismático este permanece 
inmóvil, como en el ensayo. 
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5. CONCLUSIONES 
 
• El Método de las Partículas en combinación con el Método de los Elementos 
Finitos en los que las mallas se generan linealmente con el número de 
partículas son una excelente herramienta para resolver problemas de la 
mecánica de fluidos, especialmente las interacciones fluido-estructura con los 
movimientos de la superficie libre y de contacto. 
• La rotura de las olas, problemas de colapso, problemas de separación de flujos 
y contactos se pueden resolver fácilmente sin ninguna limitación adicional. 
• El método de elementos finitos sin malla (meshless), parece que es el mejor 
MEF adaptado a este tipo de combinación. De hecho, el MFEM muestra las 
ventajas del método meshless en relación con la fácil introducción de los nodos 
de conexión en un tiempo limitado de orden n. El método también preserva las 
ventajas clásicas del MEF, tales como: a) la simplicidad de las funciones de 
forma, b) la continuidad entre los elementos, c) una fácil introducción de las 
condiciones de contorno, y d) simetría de las matrices. 
• Ambos métodos, el de las partículas y el MFEM son los ingredientes clave para 
resolver problemas de fluido-estructura incluso con superficie libre, rotura de 
olas, separaciones del flujo y situaciones de colapso. 
 
• Pese a que actualmente es posible aproximar perfiles de velocidad de flujos 
fundamentalmente unidimensionales mediante simulaciones con PFEM, el 
estudio minucioso de la velocidad del fluido próximo a los contornos presenta 
grandes dificultades, al no poderse capturar la capa límite. 
• PFEM es capaz de capturar los fenómenos locales debidos al paso de un flujo 
sobre un vértice en un contorno. 
• La velocidad de las partículas que pertenecen a los elemento de contacto es 
muy poco sensible al tamaño de elemento utilizado en distintas simulaciones. 
• Para la simulación del fenómeno de la erosión vía análisis de las velocidades 
en el entorno de la partícula erosionable, es completamente inadecuado 
introducir en los cálculo el tamaño de elemento utilizado sin ninguna corrección 
adicional. Esta introducción llevaría al absurdo de que la tensión de corte 
considerada dependería fuertemente del tamaño de elemento utilizado (mayor 
tensión para menores tamaños de elemento), cuando se deberían obtener 
valores sensiblemente similares. 
• Se recomienda para el cálculo de la tensión de corte la inclusión de una 
distancia característica del flujo que dependa al menos de la rugosidad del 
fondo y de la turbulencia del flujo. 
 
• Las simulaciones realizadas mediante PFEM reproducen con una fiabilidad 
aceptable los ensayos realizado por FLUMEN. Tanto los niveles de agua 
simulados como la forma de los frentes de onda producidos por la apertura de 
la compuerta se ajustan notablemente, sobretodo en los instantes iniciales de 
las simulaciones. 
• Debe tenerse cuidado a la hora de analizar los resultados provenientes de los 
sensores de nivel, ya que estos pueden capturar la altura de salpicaduras y/o 
vacíos interiores en el seno del fluido, dando lugar a oscilaciones en los 
gráficos de nivel. Los gráficos están especialmente alterados en los casos con 
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recinto cerrado, donde se producen impactos del frente de onda contra las 
paredes. 
• En los casos de arrastre de bloques los resultados también están notablemente 
ajustados a los de los ensayos, reproduciendo con fidelidad la trayectoria de 
los cuerpos. En el caso del bloque cilíndrico la simulación infravalora tan solo 
ligeramente el arrastre y en el caso del bloque prismático este permanece 
inmóvil, como en el ensayo. 
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